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  摘  要:  研究了 2 维隐马尔可夫模型的三个基本问题, 包括概率评估问题、最优状态问题和参数估计问题. 通过

把 2维隐马尔可夫模型行或者列上的状态序列看作一个马尔可夫模型, 从理论上分别给出了解决这三个基本问题的

新算法;计算机仿真对新算法的实现和运行作了进一步的说明.
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Abstract:  The three basic problems of two2dimensional ( 22D) hidden Markovmodels (HMMs) are studied, including probabil2

ity evaluation, optimal states and parameter estimation. By using the idea that the sequences of states on columns or rows of a 22D

HMM can be seen as states of a 12DHMM, several new analytic formulae for solving these three problems are theoretically derived and

further demonstrated by computer simulation.
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1  引言

  隐马尔可夫模型 (Hidden Markov model, 简称 HMM) 自从

Baum等人在19 世纪 60年提出以来[ 1~ 3] , 就在语音识别、字符

识别、金融数据分析和图像处理等领域的研究中已经获得了

广泛的应用[4~ 9] . 由于它只能直接对序列数据建模, 因此可以

被看作是 1维的. 如果要用 1 维隐马尔可夫模型来处理矩阵

数据(比如图像数据) ,就必须选择由一些特征构成的序列数

据来表达矩阵数据,而这常常会损失掉矩阵数据中所蕴含的

某些重要信息,因为矩阵数据在本质上是 2 维的, 它们和序列

数据相比在拓扑结构上通常都存在着本质上的区别.因此,为

了更好地利用隐马尔可夫模型的思想对矩阵数据建模, 一些

研究工作者开展了对 1维隐马尔可夫模型进行 2维推广的工

作,比如 Agazzi和 Kuo提出的/伪 2 维隐马尔可夫模型0 ( pseu2

do 22DHMMs) [ 10, 11] . 伪 2 维隐马尔可夫模型本质上是两个 1

维隐马尔可夫模型的嵌套, 并不是一个真正的 2 维隐马尔可

夫模型.

真正的 2 维隐马尔可夫模型 ( 22DHMM) 最先由 Devijver

提出并应用于图像分割[ 12] , 通常又被称为隐马尔可夫网格随

机场(Hidden Markov mesh random field, 简写为 HMMRF) , 其特

征在于它的状态矩阵构成一个马尔可夫网格随机场(Markov

mesh random field, 简写为MMRF) [ 13] . 类似于 1 维隐马尔可夫

模型, 对 2维隐马尔可夫模型来说,最重要的也是解决其中的

三个基本问题, 即概率评估(Probability evaluation)问题、最优状

态(Optimal states)问题和参数估计 (Parameter estimation)问题.

虽然这三个基本问题可以利用确定松弛算法( Deterministic re2

laxation algorithm)和向前看技术( Look2ahead technique) [ 14, 15]等

方法近似求解, 但是一直没有得到很好的解决. 文献[ 16]通过

把 2 维隐马尔可夫模型斜对角线上的状态序列看作一个状态

可变的 1 维马尔可夫模型, 利用前向后向类似算法( Forward2

backward like algorithm) 和可变状态 Viterbi算法 (Variable2state

Viterbi algorithm)首次讨论了 2 维 2 阶隐马尔可夫模型的分析

解(Analytic solution) ,同时指出 2维隐马尔可夫模型行或者列

上的状态序列也具有马尔可夫模型的特征, 但是没有作进一

步的研究, 本文将利用这一点从理论上给出求解 2 维2 阶和 3

阶隐马尔可夫模型基本问题的新算法.

2  2维隐马尔可夫模型的基本结构

  设 IM, N= {( m , n) | 1 F m F M, 1 F n F N}是一个大小为

M@N 的整数网格.对于 IM, N中任意两个格点( mc , nc )和( m ,

n) , 如果 mc< m 或者 mc= m 且 nc< n, 那么称格点( mc , nc )

在格点( m, n)之前, 用( mc , nc ) < ( m, n) 表示. 比如, 在图 1

( a )中,非白色格点都在 ( m, n)之前. 此外, 用î 表示< 的旋

转关系, 也就是说, 如果 nc < n 或者 nc = n 且 mc < m, 那么
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图 1 状态转移之间的马尔可夫性质

( mc , nc ) î ( m, n ) . 比

如,在图 1( b)中, 非白

色格点都î ( m, n) . 在

图1( c)中, 非白色格点

都< 或î ( m, n) .

令 Wa
m, n, Wb

m, n 和

Wc
m, n分别表示图 1( a ) , ( b)和 ( c )中所有非白色格点的集合,

考虑下面两组条件:

P ( qm, n qk, l, ( k, l) I WSm, n )

=

P ( qm, n qm- 1, n , qm, n- 1) ,

P ( qm, n qm- 1, n ) ,

P ( qm, n qm, n- 1) ,

m> 1, n > 1

m> 1, n = 1

m= 1, n > 1

(1)

P ( qm, n qk, l, ( k, l) I WSm, n )

=

P ( qm, n qm- 1, n , qm- 1, n- 1, qm, n - 1 ) ,

P ( qm, n qm- 1, n ) ,

P ( qm, n qm, n- 1) ,

m> 1, n> 1

m> 1, n= 1

m= 1, n> 1

(2)

那么一个 2 维 2 阶和 3阶马尔可夫模型 Q= {qm, n| ( m , n) I

IM, N}可以分别定义为:

定义 1  Q 是一个 2维 2 阶马尔可夫模型当且仅当 S=

a , b 或 c时条件( 1)成立.

定义 2  Q 是一个 2维 3 阶马尔可夫模型当且仅当 S=

a , b 或 c时条件( 2)成立.

事实上,当 S= a , b 或 c 时条件(1)之间的等价性以及当

S= a , b 或 c 时条件(2)之间的等价性已经被证明[13] . 因此, 2

维 2阶和 3 阶马尔可夫模型的第 1 行状态和第 1列状态必然

是一个马尔可夫链,即满足:

P ( q1, n | q1, n- 1, q1, n - 2 , , , q1,1 )= P( q1, n | q1, n- 1) , 1< n F N

(3)

P ( qm, 1| qm- 1, 1 , qm- 2, 1, , , q1, 1) = P( qm, 1| qm- 1, 1) , 1< mF M

(4)

一个 2 维隐马尔可夫模型通常由状态矩阵 Q 和观察矩

阵O 组成. 设状态矩阵 Q= {qm, n | ( m , n) I IM, N }, 如果只考

虑 2阶和 3 阶模型,那么 Q 是 2阶和 3 阶马尔可夫模型,其中

qm, n称为状态. 如果用 O= { om, n | ( m, n) I IM, N}表示观察矩

阵,那么 om, n完全独立地由状态 qm, n产生, 称为观察符号. 为

方便起见,引入下面的记号:

(1) L, 模型中状态的数目. 不同的状态分别标记为{1, 2,

, , L}, 在格点( m, n)处的状态记为 qm, n .

(2) R, 每个状态所能产生的不同观察符号数. 不同的符

号分别标记为{w1, w2, , , wR}, 在格点 ( m, n)处的观察符号

记为 om, n.

( 3 ) 2 阶 状 态 转 移 概 率 分 布 A2 = { ai, j, k
1F i, j, k F L},其中 ai, j, k= P( qm, n= k qm- 1, n= i, qm, n- 1=

j ) , 1 F i, j , k F L.

(4 ) 3 阶 状 态 转 移 概 率 分 布 A3 = { ai, j , k, l

1F i , j , k, l F L},其中 ai, j, k, l = P ( qm, n = l qm- 1, n = i ,

qm- 1, n- 1= j , qm, n- 1= k) , 1F i, j , k, l F L

(5)第 1列状态转移概率分布 AV= {aV
i, j 1F i, j F L},其

中 aV
i, j= P( qm, 1= j qm- 1, 1= i) , 1F i, j F L.

(6)第 1 行状态转移概率分布 AH= {aHi , j 1F i, j F L}, 其

中 aHi, j= P( q1, n= j q1, n - 1= i ) , 1 F i , j F L

(7)观察符号的概率分布 B= { bk( r ) }, 其中

bk( r ) = bk( wr )= P ( om, n= wr qm, n= k) , 1F r F R

定义状态 k 的符号分布, k= 1, 2, , , L.

(8)初始概率分布 0 = {Pj 1 F j F L},其中

Pj= P ( q1, 1= j ) , 1 F j F L

综上所述, 一个完整的 2 维 2 阶和 3 阶隐马尔可夫模型

可以分别用 #2 和 # 3简单地表示为:

# 2= ( AV, AH , A2 , B, 0 ) , #3= (AV, AH , A3, B, 0 )

3  2维隐马尔可夫模型的三个基本问题

  与 1 维隐马尔可夫模型类似,对 2 维隐马尔可夫模型来

说, 同样也有三个基本问题需要解决, 即:

问题 1:给定观察矩阵 O 和模型 # 2 或 # 3, 如何有效地计

算在 #2 或 # 3 的条件下产生 O 的概率 P ( O | #2 )或 P ( O |

# 3) ? 该问题称为概率评估问题.

问题 2:给定观察矩阵 O 和模型 # 2 或 # 3, 如何选择一个

相应的状态矩阵 Q , 在某种意义下最优地产生观察矩阵 O?

该问题称为最优状态问题.

问题 3:如何调整模型 #2 或 # 3的参数使 P ( O | # 2)或 P

( O| #3 )最大? 该问题称为参数估计问题.

文献[ 16] 证明了 2 维隐马尔可夫模型斜对角线上的

{qm, 1, qm- 1, 2, , , q1, m}构成一个状态可变的 1 维马尔可夫模

型, 讨论了 2维隐马尔可夫模型的分析解,并指出 2 维隐马尔

可夫模型行或者列上的状态也可看作一个 1 维马尔可夫模

型, 但未作深入研究.本节将利用这一点导出解决上述三个基

本问题的新算法.

如果给定模型 #2 ,把 Q 的第 n 列状态表示为 Tn= {q1, n,

q2, n , , , qM, n}, 1F n F N, 那么 Tn 具有下面的基本性质:

P ( Tn Tn- 1, , , T1)= P( q1, n , q2, n , , , qM, n Tn- 1, , , T1)

= P( q1, n Tn- 1 , , , T1)# P( q2, n q1, n , Tn- 1, , , T1)# ,

 # P( qM, n qM - 1, n, , , q1, n , Tn- 1 , , , T1)

= P ( q1, n q1, n- 1) P ( q2, n q1, n, q2, n - 1 ) , P ( qM, n

qM- 1, n, qM, n- 1)

这表明 P( Tn Tn- 1, , , T1) = P( Tn Tn- 1) ,所以 2 维隐

马尔可夫模型各列上的状态 Tn 构成一个 1 维马尔可夫模型;

因此, #2 实际上等价于一个 1 维隐马尔可夫模型 K2= ( A#
2
,

B#
2
, 0 #

2
) , K2 的参数详细描述如下:

(1) K2的状态数是 LM ,单个状态记为 I I 8 ,其中

8 = {I | I = ( i1, i2 , , , ik, , , iM) , 1F ik F L, 1F k F M}.

(2)每个状态所能产生的不同观察符号数是 RM, 单个符

号记为 WI E ,其中

E= {W| W= (wr
1
, wr

2
, , , wr

k
, , , wr

M
) , 1F rk F R, 1 F k F M}.

(3)状态转移概率分布是 A#
2
= { a2I , J},其中

a
2
I , J = P ( Tn + 1= J | Tn= I )
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= aHi
1
, j

1
aj

1
, i

2
, j

2
aj

2
, i

3
, j

3
, aj

M- 1
, i
M
, j
M
, I , J I 8

(4)观察符号概率分布是 B #
2
= { bJ ( W)},其中

  bJ ( W) = P ( W= ( wr
1
, wr

2
, , , wr

M
) Tn= J )

= bj
1
(wr

1
)# bj

2
( wr

2
) , bj

M
( wr

M
) , WI E

定义状态 J 产生观察符号的分布 J = ( j 1, j 2, , , jM) I 8 .

(5)初始概率分布 0 #
2
= {PJ},其中

PJ = P ( T1= J )= Pj
1
aV
j
1
, j

2
aV
j
2
, j

3
, aV

j
M- 1

, j
M
, J I 8

同理可证, 2维 3 阶隐马尔可夫模型 # 3也等价于一个 1

维隐马尔可夫模型 K3= (A#
3
, B #

3
, 0 #

3
) , 其中 B #

3
= B#

2
, 0 #

3

= 0 #
2
, A#

3
= { a

3
I , J }, 并且

  a 3
I, J = P( Tn+ 1= J | Tn= I )

= aHi
1
, j

1
aj

1
, i

1
, i

2
, j

2
aj

2
, i

2
, i

3
, j

3
, aj

M- 1
, i
M- 1

, i
M
, j
M
, I , J I 8

用行代替列, 也可以得到 2 维 2 阶 (或 3 阶 )隐马尔可夫

模型的一个相应的等价 1 维隐马尔可夫模型. 由于问题的对

称性和相似性, 在这里先只考虑利用 K2= ( A#
2
, B#

2
, 0 #

2
)来

解决 2维 2 阶隐马尔可夫模型的三个基本问题. 但是在实际

计算时,应使用行数或列数较小的模型.

311  问题 1的解决

在给定观察矩阵 O 和模型 #2 的条件下计算观察矩阵 O

的概率P ( O | # 2) ,等价于在 K2= ( A#
2
, B#

2
, 0 #

2
)的条件下求 P

( W1, W2, , , WN K2 ) , 其中 Wn= {o1, n , , , oM, n}.

把模型 K2 的前向变量 A2
n ( I )和后向变量 B2

n ( I )各定义为

A
2
n( I ) = P( W1, W2 , , , Wn , Tn= I | K2) ( 5a )

B2
n ( I ) = P( Wn + 1 , Wn+ 2, , , WN Tn= I , K2) (5b)

A2
n( I )和 B2

n( I )可以递归计算如下:

(1)初始化:

A2
1( I ) = PIbI ( W1 ) , I I 8 ( 6a )

B2
N( I )= 1, I I 8 (6b)

(2)递归过程:

A2
n+ 1( J )= E

I I 8
A2

n ( I )A
2
I, J bJ( Wn + 1 ) ,

J I 8 , 1F n F N- 1   ( 7a )

B2
n ( I ) = E

J I 8

a 2
I , JbJ( Wn + 1 )B

2
n+ 1( J ) ,

I I 8 , n= N- 1, N - 2, , , 1    (7b)

最后利用 A2
n ( I )计算 P( O # 2)如下:

P ( O| # 2)= P( W1, W2, , , WN | K2) = E
I I 8

A2
N( I ) (8)

312  问题 2的解决

有多种可能的方法解决问题 2, 即找到多个与观察矩阵

相关联的/ 最优0状态矩阵.困难在于最优状态矩阵的定义,因

为有多种可能的标准.对该问题来说, 比较合理的标准有下面

三个:

标准 1:在给定观察矩阵 O 和模型 #2 的条件下 ,使整个

状态矩阵最优,即

Q* = arg max
Q

P ( Q | O, #2 )= arg max
Q

P( Q| O, K2) (9)

标准 2:在给定观察矩阵 O 和模型 #2 的条件下 ,使状态

矩阵的每列最优, 即

T*
n = arg max

I I 8
P ( Tn= I | O , # 2) = arg max

I I 8
P ( Tn= I | O , K2) (10)

标准 3:在给定观察矩阵 O 和模型 # 2 的条件下, 使整个

状态矩阵的每个格点状态最优,即

q*
m, n= arg max

1 F kF L
P ( qm, n= k | O, #2 )= arg max

1F kF L
P ( qm, n= k | O, K2)

(11)

31211  基于标准 1的解决  首先将观察矩阵 O 看作一个关

于列的序列, 即 O= ( W1, W2, , , WN) ,然后定义变量:

D2n ( I )= max P( T1, T2, , , Tn- 1, Tn= I , W1 , W2, , , Wn K2)

(12)

再使用 Viterbi算法计算 D2
n( I ) :

(1)初始化

  D2
1( I )= PIbI ( W1) , 1F I F N (13a )

  U2
1 ( I )= 0, 其中 0表示空列 ( 13b)

(2)递归过程

D2n+ 1( J ) = max
I I 8

{D2
n( I ) a

2
I, J}# bJ ( Wn+ 1) , 1F n F N- 1, J I 8

(14a )

U2
n+ 1( J ) = arg max

I I 8
{D2

n ( I ) a
2
I , J }, 1 F n F N - 1, J I 8 ( 14b)

(3)终止过程

P * = max
I I 8

{DN( I ) } (15a )

T*
N = arg max

I I 8
{DN( I ) } ( 15b)

(4)路径(状态列)回朔

T*
n = U2

n + 1 ( T
*
n + 1 ) , n= N - 1, N- 2, , , 1 (16)

31212 基于标准 2的解决  在该标准下求解问题 2, 需要定

义一个关于状态列的后验概率变量:

  C2
n( I ) = P ( Tn= I | O , K2 ) (17a )

显然, C2
n ( I )可以改写成:

  C2
n( I ) =

P( O, Tn= I K2)
P ( O K2)

=
A
2
n ( I ) B

2
n ( I )

E
I I 8

A2
n( I ) B

2
n ( I )

( 17b)

于是, 利用 C2
n( I )得到的每个最优状态列为:

  T*
n = arg max

I I 8
{C2

n( I ) }, 1 F n F N (18)

31213 基于标准 3的解决  此时求解问题 2, 需要定义一个

关于单个状态的后验概率变量:

  G
2
m, n ( k)= P( qm, n= k O , # 2) (19a )

显然, G2
m, n( k)可以改写成:

G2
m, n ( k)= E

I I 8, I( m) = k

P( Tn= I O, K2) = E
I I 8, I( m)= k

C2
n( I ) ( 19b)

其中, I ( m)表示列状态 I 的第m个分量,即如果 I= ( i1,

i2, , , im, , , iM) , 则 I ( m)= im.

于是, 利用 G2m, n ( k)得到的单个最优状态为:

  q*
m, n= arg max

1 F kF L
G2
m, n ( k) , 1 F m F M, 1F n F N (20)

313 问题 3的解决

定义 N2n ( I , J )为在给定观察矩阵 O和模型 K2 的条件下,

第 n 列状态为 I 且第 n+ 1 列状态为 J 的概率,即,

N2n ( I , J ) = P ( Tn= I , Tn + 1= J | O, K2 ) , I , J I 8 (21a )

利用前向变量 A
2
n( I )和后向变量 B

2
n ( I ) , 不难把 N

2
n ( I , J )
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改写成下面的形式:

N2n ( I , J )=
A2

n( I ) a
2
I, JbJ ( Wn+ 1) B

2
n+ 1( J )

E
I I 8

E
J I 8

A2
n ( I ) a

2
I , JbJ( Wn + 1 )B

2
n+ 1( J )

(21b)

利用 G2
m, n ( k) , C

2
n ( I )和 N2

n ( I , J )可以得到一个对 2 维 2

阶隐马尔可夫模型 #2 进行参数重估的方法. 如果把重估后

得到的模型用�# 2= (�AV,�AH ,�A2, �B, �0 )表示,那么各部分的重

估公式描述如下:

 �Pj= G2
1,1 ( j ) (22a )

 �a
V
i, j=

E
M- 1

m= 1
E
I I 8

I ( m)= i , I ( m+ 1) = j

C2
1( I )

E
M- 1

m= 1

G2
m,1 ( i)

(22b)

 �aHi, j=

E
N- 1

n= 1
E

I, J I 8
I (1)= i , I(1)= j

N2
n( I , J )

E
N- 1

n= 1
E

I I 8, I (1)= i

C2
n ( I )

(22c)

 �a 2
i, j, k=

E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1
E

I , J I 8
I( m+ 1) = j , J ( m)= i , J ( m+ 1) = k

N2
n ( I , J )

E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1
E

I, J I 8, I (m+ 1)= j, J ( m) = i

N2n ( I , J )
(22d )

 �bk ( r )=
E
M

m= 1
E
N

n= 1

G2
m, n( k) D( om, n , wr )

E
M

m= 1
E
N

n= 1
G2

m, n( k)

(22e)

其中 1 F i, j, k F L, 1 F r F R, D( om, n , wr ) =
1, om, n= wr ,

0, om, nX wr
,

I ( m)和 J ( m)的涵义见 31213.

上述重估公式的收敛性证明可以借助 EM算法的基本思

想[17] , 参照 1维隐马尔可夫模型的参数估计公式推导过程[ 5]

来完成,其核心在于证明和满足如下关系(见附录 1) :

P ( O| �# 2) E P( O| #2 ) (23)

因此,如果不断使用 �# 2 代替 # 2, 并重复上述估计的计算过

程,最终得到的模型将使从模型�# 2 产生观察矩阵 O 的概率

P ( O | �# 2)达到一个局部极大值.

前面对如何解决 2维 2 阶隐马尔可夫模型的三个基本问

题进行了详细的描述. 事实上,几乎只需将上述公式中与/ 2

阶0有关的 2替换成与/ 3 阶0有关的3, 就可以得到2 维 3阶隐

马尔可夫模型的求解方法,关键的不同之处在于重估公式是:

�a 3
i, j, k, l=

E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1
E

I , J I 8
I (m) = j , I( m+ 1) = k,
J( m) = i, J ( m+ 1) = l

N3n ( I , J )

E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1
E

I , J I 8
I (m) = j , I( m+ 1) = k, J ( m)= i

N3n ( I , J )

(24)

4  仿真举例

  本节将构造一个 2维 2 阶隐马尔可夫模型的计算实例对

第 3部分中几个算法的实现和运行作进一步说明.取 L= 3, R

= 4, # 2= (A
V
, A

H
, A2, B , 0 ) , 其中 Pj , a

V
i, j , a

H
i, j , a i, j, k, bk( r )的

具体数值见表 1.

令观察矩阵 O= { om, n= w1| ( m , n) I I 5, 6}, 那么用式( 8)

计算可得 P( O| # 2) U 21922385@10- 16 .

基于式( 9) , (10)和(11)得到的最优状态矩阵都是:

Q= {qm, n= 1 ( m, n) I I 5, 6}

此外, 如果以模型 # 2 的数据作为初始概率, 用 (22a ) ~

(22e )训练模型, 那么最后 P ( O| �# 2) U 110, 其中 �Pj ,�a
V
i, j ,�a

H
i , j,

�ai , j, k ,�bk( r )的计算结果(保留两位小数)见表 2.

表 1 初始模型参数

# 2的参数 j= 1 j= 2 j= 3

Pj 0.3 0. 4 0. 3

aV1, j, a
H
1, j 0. 6,0. 6 0. 2, 0. 2 0. 2, 0.2

aV2, j, a
H
2, j 0. 2,0. 2 0. 2, 0. 2 0. 6, 0.6

aV3, j, aH3, j 0. 2,0. 2 0. 6, 0. 6 0. 2, 0.2

a1, j ,1, a1, j , 2, a1, j ,3 0. 5, 0.3, 0.2 0. 3, 0. 2, 0. 5 0. 2, 0. 5,0. 3

a2, j ,1, a2, j , 2, a2, j ,3 0. 3, 0.2, 0.5 0. 2, 0. 5, 0. 3 0. 5, 0. 3,0. 2

a3, j ,1, a3, j , 2, a3, j ,3 0. 2, 0.5, 0.3 0. 5, 0. 3, 0. 2 0. 3, 0. 2,0. 5

bj( 1) 0.4 0. 3 0. 2

bj( 2) 0.3 0. 2 0. 1

bj( 3) 0.2 0. 1 0. 4

bj( 4) 0.1 0. 4 0. 3

表 2 重估的新模型参数

�# 2 的参数 j= 1 j= 2 j= 3

�Pj 0. 59 0.25 0. 15

�aV1, j,�a
H
1, j 0. 76,0. 77 0. 14, 0. 13 0. 10, 0.10

�aV2, j,�a
H
2, j 0. 36,0. 36 0. 20, 0. 20 0. 44, 0.44

�aV3, j,�aH3, j 0. 32,0. 33 0. 54, 0. 54 0. 13, 0.13

�a 1, j , 1,�a1, j , 2,�a 1, j ,3 0. 63, 0. 25, 0.12 0. 44, 0.21,0. 35 0.29,0. 50, 0. 21

�a 2, j , 1,�a2, j , 2,�a 2, j ,3 0. 44, 0. 21, 0.35 0. 28, 0.51,0. 21 0.61,0. 27, 0. 12

�a 3, j , 1,�a3, j , 2,�a 3, j ,3 0. 29, 0. 50, 0.21 0. 61, 0.26,0. 12 0.43,0. 21, 0. 36

�bj( 1) 1. 00 1.00 1. 00

�bj( 2) 0. 00 0.00 0. 00

�bj( 3) 0. 00 0.00 0. 00

�bj( 4) 0. 00 0.00 0. 00

5  总结

  本文研究了 2 维 2 阶(或 3 阶)隐马尔可夫模型的三个基

本问题, 即概率评估问题、最优状态问题和参数估计问题, 从

理论上给出了解决这三个基本问题的新算法, 并通过计算机

仿真对算法的实现和运行作了进一步的说明. 这些算法不仅

更加简洁, 而且更加易于实现.尽管从本质上说这些算法具有

指数复杂性, 但是对行数或者列数较小的情况, 其计算复杂性

与 1 维隐马尔可夫模型相当.

附录 1  不等式 P( O | �# 2) E P( O | # 2)和重估公式的推导

设 #c和 # 是任意两个 2 维 2 阶隐马尔可夫模型的参数

集, 首先构造下面的辅助函数:
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5 ( #c , # ) = E
Q

P ( O, Q | #c) logP ( O, Q | # )

其中 P ( O, Q # )可以表达为:

P ( O, Q | # )= Pq
1, 1

bq
1,1
( o1, 1) F

M

m= 2

( aV
q
m- 1, 1

, q
m, 1

bq
m, 1

( om, 1) )

# F
N

n= 2

( aHq
1, n- 1

, q
1, n
bq

1, n
( o1, n ) )

# F
M

m= 2
F
N

n= 2

( aV
q
m- 1, n

q
m , n- 1

q
m, n

bq
m, n

( om, n ) )

不难把 5 ( #c , # )改写为:

5 ( #c , # )= 5 0 ( #c , 0 ) + E
L

i= 1

5AV
i
( #c , AV

i ) + E
L

j= 1

5AH
j
( #c , AH

j )

+ E
L

i= 1
E
L

j= 1

5A
i , j
( #c , Ai, j )+ E

L

k= 1

5 B
k
( #c , Bk)

其中:

0 = ( P 1, P2 , , , PL) , A
V
i = ( aV

i, 1, a
V
i, 2, , , aVi, L) ,

AH
j = ( aHj, 1, a

H
j, 2, , , aHj, L) , Ai, j= ( ai, j ,1 , ai, j, 2, , , ai, j, L) ,

Bk= ( bk(1) , bk(2) , , , bk( R) ) ,

5 0 ( #c , 0 )= E
L

k= 1

P( q1, 1= k, O | #c) logPk ,

5AV
i
( #c , AV

i )= E
L

j= 1
E
M

m= 2

P ( qm- 1, 1= i, qm, 1= j , O | #c ) logaV
i, j ,

5AH
j
( #c , AH

j )= E
L

i= 1
E
N

n= 2

P( q1, n- 1= j , q1, n= i , O | #c ) logaHj, i ,

5A
i , j
( #c , Ai, j )= E

L

k= 1
E
M

m= 2
E
N

n= 2
P( qm- 1, n= i , qm, n- 1= j ,

qm, n= k, O| #c ) logai, j, k ,

5Bk
( #c, Bk) = E

R

r= 1
E
M

m= 1
E
N

n= 1

P( qm, n = k, O| #c )D( om, n, wr ) logbk( r )

由此可见, 5 ( #c , # )可以分解为若干独立项的求和, 并

且在每个独立项最大时 5 ( #c , # )达到最达值. 由于 E
L

k= 1

Pk=

1, E
L

j= 1

aVi, j= 1, E
L

i= 1

aHj , i= 1, E
L

k= 1

ai, j, k= 1, E
R

r= 1

bk ( r ) = 1, 所以每

一个独立项都具有形式: z= E
T

t= 1
wtlogyt ,其中 E

T

t= 1
yt=

1, y t E 0, z 是{yt }
T
t = 1的函数.使用拉格朗日乘子法, 易知 z 达

到全局最大值的条件是

y t =
wt

E
T

t= 1
wt

, t = 1, 2, , , T

所以最大化后, 5 ( #c , # ) E 5 ( #c , #c ) ,从而

logP( O # ) - log P ( O #c) = E
Q

P ( Q O , #c ) [ log P ( O

# ) ] - log P( O #c ) ]

= E
Q

P ( Q O , #c ) log
P( O, Q #)
P ( Q O, #)

- log
P( O, Q | #c )
P ( Q O, #c )

=
1

P ( O #c )
[ 5 ( #c , #) - 5 ( #c , #c ) ]+ E

Q

P( Q O, #c )

 # log P( Q O, #c )
P ( Q O , # )

E E
Q

P ( Q O , #c ) log
P ( Q O , #c )
P ( Q O, # )

E 0

因此, P ( O | # ) E P ( O #c ) . 在辅助函数 5 ( #c , # )中用 �# 2

代替 # ,用 # 2代替 #c , 可得 P ( O �# 2) E P ( O # 2) .故可得

重估公式如下:

�Pj=
P( q1,1= j, O #2)

E
L

j= 1

P( q1,1= j, O #2)
(25a )

�aV
i , j=

E
M- 1

m= 1

P( qm, 1= i, qm+ 1,1= j, O #2)

E
L

j= 1
E
M- 1

m= 1

P( qm, 1= i, qm+ 1,1= j, O #2)
( 25b)

�aHi , j=
E
N- 1

n= 1

P( q1, n= i, q1, n+ 1= j , O # 2)

E
L

j= 1
E
N- 1

n= 1

P( q1, n= i, q1, n+ 1= j , O # 2)
(25c)

�a 2
i , j , k=

E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1
P( qm , n+ 1= i , qm+ 1, n= j , qm+ 1, n+ 1= k, O # 2)

E
L

k= 1
E
M- 1

m= 1
E
N- 1

n= 1

P( qm , n+ 1= i , qm+ 1, n= j , qm+ 1, n+ 1= k, O # 2)

(25d)

�bk( r ) =
E
M

m= 1
E
N

n= 1
P( qm, n= k, O #2 ) D( om, n , wr )

E
M

m= 1
E
N

n= 1

P( qm, n= k, O # 2)
(25e)

重估公式( 25a~ e)经改写即得(22a~ e) .
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